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で、非常に興味深いサブタイトル “Can one hear a Kolmogorov spectrum?” がつけられていた。
シンバルやサンダーシートの音は耳にすることはあったが、こういう視点を持ち合わせていなかっ
た。研究を始めた2010年ころはエネルギースペクトルですらコンセンサスの得られていない混
沌とした状況であった。Düxin \mathrm{g} らは,弱乱流理論の定常解として \mathcal{E}(k)\propto k[\log(k_{*}/k)]^{1/3} を得て、
直接数値計算によってその存在を確認した [1] 。ところが,鉄板による実験のエネルギースペクト
ルは, \mathcal{E}(k)\propto k^{-1/5} という幕指数の正負すら異なるものであった [2−4]。さらに、Nazarenko は弱
乱流理論と次元解析を用いて、エネルギーカスケードに対しては \mathcal{E}(k) \propto k^{-1}、アクションカス




Föppl‐von Ká  $\Gamma$ m (\mathrm{F}\mathrm{v}\mathrm{K}) 方程式で記述される [6, 7]。弾性薄板の面外 (横) 変位を  $\zeta$、運動量
を  p、Airy の応力関数を  $\chi$ として、
\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}=\frac{p}{ $\rho$} , (1a)
\displaystyle \frac{\partial p}{\partial t}=-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\nu$^{2})}$\Delta$^{2} $\zeta$+\{ $\zeta$,  $\chi$\} , (1b)
$\Delta$^{2} $\chi$=-\displaystyle \frac{Y}{2}\{ $\zeta$,  $\zeta$\} (1c)
で与えられる。ここで \{f, g\}=\partial^{2}f/\partial x^{2}\partial^{2}g/\partial y^{2}+\partial^{2}f/\partial y^{2}$\vartheta$_{9}^{2}/\partial x^{2}-2\partial^{2}f/\partial x\partial y\partial^{2}g/\partial x\partial y と
 $\Delta$ は、それぞれMong −Ampere 演算子と Laplce 演算子であり、  $\rho$、  Y、  $\nu$、んは、それぞれ密度、









一組の正準変数 (Q(x, t), P(x, t)) に対して、適当なスケール (  $\lambda$) 変換と回転変換を行った複素
変数
 a(x, t)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}( $\lambda$ Q(x, t)+i\frac{P(x,t)}{ $\lambda$}) (2)
を導入すると、1つの正準方程式に纏めることができる。(波動) 乱流ではスペクトルやカスケー
ドのようにスケールに分けて考えるので、Fourier 空間を導入する。正準変数 a(x, t) のFourier
級数 a_{k} を導入すると、系の Hamiltonia を \mathcal{H} として正準方程式は
i\displaystyle \frac{da_{k}}{dt}=\frac{ $\delta$ \mathcal{H}}{ $\delta$ a_{k}^{*}} (3)
と書ける。波動現象の多くは非線形性が弱いので、系の Hamiltonian を ak の罧展開として表す :
\mathcal{H}=\mathcal{H}_{2}+\mathcal{H}_{3}+\mathcal{H}_{4}+\cdots 。ここで、 \displaystyle \mathcal{H}_{2}=\sum_{k}$\omega$_{k}|a_{k}|^{2} で $\omega$_{k} は線形分散関係より定まる振動数で






弾性薄板の波動では、 ak= (pcvk $\zeta$_{k}+ip_{k} ) /\sqrt{2 $\rho \omega$_{k}} と $\omega$_{k}= \sqrt{Yh^{2}}/(12(1-$\nu$^{2}) $\rho$)k^{2} を導入す






+\displaystyle \sum_{-k_{1}+k_{2}+k_{3}=k}V_{k_{2}k_{3}}^{kk_{1}}n_{k}n_{k_{1}k_{2}}nn_{k_{3}} (\frac{1}{n_{k}}+\frac{1}{n_{k_{1}}}-\frac{1}{n_{k_{2}}}-\frac{1}{n_{k_{3}}})$\delta$_{$\omega$_{k_{2}}+ $\omega$}^{$\omega$_{k}+$\omega$_{k_{1}}}k_{3}
-k_{1}-k_{2}+k_{3}=k+\displaystyle \sum W_{k_{3}}^{kk_{1}k_{2}}n_{k}n_{k_{1}}n_{k_{2}}n_{k_{3}} (\frac{1}{n_{k}}+\frac{1}{n_{k_{1}}}+\frac{1}{n_{k_{2}}}-\frac{1}{n_{k_{3}}})$\delta$_{$\omega$_{k_{3}}}^{$\omega$_{k}+$\omega$_{k_{1}}+$\omega$_{k_{2}}} (5)
と表され、非線形相互作用が4波共鳴相互作用によることを示している。
多くの4波共鳴相互作用の波動乱流系とは異なり、この運動論的方程式 (5) には  1\leftrightarrow  3 型と
3\leftrightarrow 1 型 (右辺第2と第3項) の4波共鳴相互作用が存在する。これにより運動論的方程式 (5)
の保存量は、線形エネルギー \displaystyle \sum_{k}$\omega$_{k}n_{k}=\sum_{k}$\omega$_{k}|a_{k}|^{2}=\sum_{k}(\frac{1}{2p}|p_{k}|^{2}+\frac{ $\mu$\prime}{2}\mathrm{A}2|$\zeta$_{k}|^{2}) のみであり、
アクション \displaystyle \sum_{k}n_{k} は保存しないことに注意する。
非平衡統計的定常状態を作るために、外力 \mathcal{F} と散逸 \mathcal{D} を加えた次式 :
\displaystyle \frac{dok}{dt}=-i$\omega$_{k}a_{k}+\mathcal{N}_{k}+\mathcal{F}_{k}-\mathcal{D}_{k} (6)
の直接数値シミュレーションを行う。ここで、 \mathcal{N}_{k}=-i $\delta$ \mathcal{H}_{4}/ $\delta$ a_{k}^{\star} は非線形項の簡略表現である。 \mathcal{F}_{k}










図1: 外力の大きさを変えたときのエネルギースペクトルの変化。Ref. [9] より改変。
2.2 エネルギーレベルとエネルギースペクトル
我々は、外力の大きさを系統的に変えることにより、図1のようなエネルギースペクトルを得た
[9]。高波数領域において系は弱乱流 (弱非線形) であり、運動論的方程式の定常解 \mathcal{E}\propto k[\log(k_{*}/k)]^{1/3}




る。我々の論文 [9] の結果は、§ 1に記述したエネルギースペクトルの多様性が、エネルギーレベル














かわらず、Zakharov の先駆的な論文 [8] 以降のオーソドックスなアプローチでは、要素波 ak の
2次相関量 E_{k}^{(2)}=$\omega$_{k}|a_{k}|^{2} をエネルギースペクトルと見なしている。というのも、 \mathcal{H}_{4} のFourier
表現が妬の畳み込みとなってしまうからである。
元に戻って、  $\eta$, p および  $\chi$ のFourier 級数を用いると
\displaystyle \mathcal{H}=\sum_{k}(\frac{1}{2 $\rho$}|p_{k}|^{2}+\frac{ $\rho \omega$_{k}^{2}}{2}|$\zeta$_{k}|^{2}+\frac{k^{4}}{2E}|$\chi$_{k}|^{2}) (7)
と表され、全エネルギーは、運動エネルギー K_{k}=|p_{k}|^{2}/(2 $\rho$) , 曲げエネルギー玲k= $\rho \omega$_{k}^{2}|$\zeta$_{k}|^{2}/2,
伸縮エネルギー V_{\mathrm{s}k}=k^{4}|$\chi$_{k}|^{2}/(2Y) の和で与えられる。線形エネルギーは E_{k}^{(2)} =K_{k}+ 秘で
あり、ポテンシャルエネルギーは臨 =V_{\mathrm{b}k}+V_{\mathrm{s}k} である。Airy 応力関数  $\chi$ を用いることで、 \mathcal{H}_{4}
が1波数 k のFourier 表現の和として書くことができる。
3.2 エネルギー輸送と詳細釣り合い
エネルギー保存則に対応する \mathcal{H} を1波数表現の和として書くことが出来たので、波数空間でのエ
ネルギー輸送の厳密な表現を得ることが出来る。エネルギー輸送率 T_{k} は波数 k でのエネルギーの時
間変化率 T_{k}=dE_{k}/dtで与えられるので、外力と散逸を無視して、 T_{k}=T_{Kk}^{(2)}+T_{Kk}^{(4)}+T_{V_{\mathrm{b}}k}+T_{V_{8}k}
と書ける。ここで、 T_{Kk}^{(2)}=-\underline{ $\omega$}^{2}2^{\mathrm{A}}p_{k}^{*}$\zeta$_{k}+\mathrm{c}.\mathrm{c} .、 T_{Kk}^{(4)}=p\overline{2}Ả$\rho$^{\sum_{k_{1}+k_{2}=k}}*|k_{1}\times k_{2}|^{2}$\chi$_{k_{1}}$\zeta$_{k_{2}}+\mathrm{c}.\mathrm{c}_{ $\tau$} T_{V_{\mathrm{b}}k}=
-$\omega$_{\mathrm{A}}^{2}2p_{k}^{*}$\zeta$_{k}+\mathrm{c}.\mathrm{c} .、 T_{V_{\mathrm{s}}k}=-$\chi$_{1}^{*}」2$\rho$^{\sum}k_{1}+k_{2}=k|k\mathrm{i}\times k_{2}|^{2}$\zeta$_{k_{1}p_{k_{2}}}+\mathrm{c}.\mathrm{c} . はそれぞれ、 dK_{k}/dt の2次の項で
ある2次運動エネルギー輸送,同じく4次の項である4次運動エネルギー輸送,曲げエネルギー輸
送 dV_{\mathrm{b}k}/dt , 伸縮エネルギー輸送 dV_{\mathrm{b}k}/dt である。
これより T_{Kk}^{(2)}=-T_{V_{\mathrm{b}}k} が成り立つが、これは波数 k の運動エネルギーと曲げエネルギーの交
換を表している。非線形相互作用によるエネルギー輸送は、 T_{Kk}^{(4)} と T_{V_{\mathrm{s}}k} によって生じ、厳密に
エネルギー保存則 \displaystyle \sum_{k}T_{k}=0 が成立している。これまでの弱乱流理論では線形エネルギーのみ
を考えていたので、非線形エネルギー輸送は T_{Kk}^{(4)} のみとなりエネルギー保存則を満足しない。
さらに3成分 (k+k_{1}+k_{2}=0) 相互作用関数を
T_{kk_{1}k_{2}}= T_{Kkk_{1}k_{2}}^{(4)}+T_{V_{\mathrm{s}}kk_{1}} k2=\displaystyle \frac{|k_{1}\times k_{2}|^{2}}{2 $\rho$}(p_{k}$\chi$_{k_{1}}$\zeta$_{k_{2}}-$\chi$_{k}$\zeta$_{k_{1}p_{k_{2}}}\rangle 5_{k+k_{1}+k_{2},0}+\mathrm{c}\mathrm{c} (8)
































図3: 非線形性  $\eta$、線形エネルギー  E^{(2)} と非線形エネルギー V_{\mathrm{s}} の時間発展。Ref. [13] より。
ここまでは統計的平均量を見てきたが、弾性波動乱流のダイナミックスに視点を移す。系の非
線形性  $\eta$ を非線形エネルギー  V_{\mathrm{s}} と線形エネルギー E^{(2)} の比で  $\eta$=V_{\mathrm{S}}/E^{(2)} と定義し、図3に、
 $\eta$、  E^{(2)} と聡の時間発展を描いてある。非線形性には鋸歯状の強い間欠性が現れていることがわ
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図5: Active phase (左) とmoderate phase (右) における伸縮エネルギー場。Ref. [13] より。
エネルギー輸送と実空間構造との関係を調べてみる。前節3.3の結果より、伸縮エネルギー場玲








\displaystyle \frac{\partial \mathcal{K}}{\partial t}=T_{\mathcal{K}}^{(2)}+ T_{\mathcal{K}}^{(4)} =-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\sigma$^{2}) $\rho$}\int_{A}p\triangle^{2} $\zeta$ dA+\frac{1}{ $\rho$}\int_{A}p\{ $\zeta$,  $\chi$\}dA (9a)
\displaystyle \frac{\partial \mathcal{V}_{\mathrm{B}}}{\partial t}=T_{\mathcal{B}}^{(2)}+T_{\mathcal{B}}^{(\mathrm{D})}=\frac{Yh^{2}}{12(1-$\sigma$^{2}) $\rho$}\int_{A}p\triangle^{2} $\zeta$ dA+\mathrm{B}.\mathrm{V}.(\partial A) (9b)
\displaystyle \frac{\partial \mathcal{V}_{\mathrm{S}}}{\partial t}=T_{S}^{(4)}+T_{\mathcal{S}}^{(\mathrm{D})}=-\frac{1}{ $\rho$}\int_{A} $\chi$\{p,  $\zeta$\}dA+\mathrm{B}.\mathrm{V}.(\partial A) (9c)
を導くことができる。ここで、B.V. (\partial A) は領域 A の境界での値を意味する。これらの実空間にお
けるエネルギー輸送についても、Fourier 空間における詳細釣り合いに相当する式 T_{\mathcal{K}}^{(4)}+T_{\mathcal{S}}^{(4)} =


















Miquel ら [14] は、エネルギーレベルを上げるとDynamical Crumpling と呼ばれる \mathrm{d}‐coneに
類似した構造が横変位 (  $\zeta$ ) 場に現れると報告した。  $\zeta$ は線形ネルギー ( =曲げエネルギー) に関
係した量であり、我々の見つけた伸縮エネルギー (V_{\mathrm{S}}) 場におけるバンドル構造やエネルギー輸送
との関係は不明である。
また、Miquel らの最近の論文 [15] によると、実験のエネルギースペクトルが弱乱流理論の予






更に、 \mathrm{D}血ing らは論文 [16] において、高波数帯外力の数値シミュレーションを行い、アクショ
ンの逆カスケ- ドを見出したとしている。同著者らによる先駆的な論文 [1] では、「 1\leftrightarrow 3 型の4
波共鳴相互作用の存在によりアクションは保存量でなくなり、従ってアクションの逆カスケード
は期待できない」 と書いているにもかかわらずである。






我々は、波動乱流のオーソドックスな解析で用いられる複素振幅 a_{k} をベースとした式 (6) を数
値シミュレーションしてきた。式(1) と式(3) とは、 ( $\zeta$,p) から aへの正準変換に対応して、周期
境界条件のもとで同等であるが、式(1) に外力 F と散逸 D を加えた
\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}=\frac{p}{ $\rho$}+F_{ $\zeta$}+D_{ $\zeta$} , (10a)
\displaystyle \frac{\partial p}{\partial t}=-\frac{Yh^{2}}{12(1-$\nu$^{2})}$\Delta$^{2} $\zeta$+\{ $\zeta$,  $\chi$\}+F_{p}+D_{p} , (10b)
と式 (3) に外力と散逸を加えた式 (6) とは必ずしも同等ではない。さらに言えば、式(3) と式(6)
は (式 (10)も) 共に次式とも必ずしも同等ではない :
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